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Introduzione

In questo lavoro ho rielaborato l’articolo:

Cornelius Greither. “Improving Ramachandra’s and Levesque’s unit
index”. English. In: Number theory. Fifth conference of the
Canadian Number Theory Association, Ottawa, Ontario, Canada,
August 17–22, 1996. Providence, RI: American Mathematical
Society, 1999, pp. 111–120. ISBN: 0-8218-0964-4/pbk

Completando i prerequisiti richiesti per la comprensione e
implementando alcuni calcoli in
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Prereqisiti
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Il gruppo delle unità

Primo oggetto di interesse: EK

Il gruppo delle unità di K , il sottocampo reale massimo di Q(ζn)

ζn l’n-esima radice ciclotomica (con n 6≡ 2 mod 4)

K = Q(ζn + ζ−1
n )

OK = Z[ζn + ζ−1
n ]

EK = O∗K , cioè l’insieme degli elementi invertibili

Salta dimostrazione
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Dimostrazione.
ζn + ζ−1

n è reale:

ζn + ζ−1
n = ζn + ζn

−1
= ζ−1

n + ζn

L’indice [Q(ζn) : K ] vale 2, ed è quindi minimale. Il suo
polinomio minimo è:

f (x) = (x − ζ)(x − ζ−1) = x2 − (ζ + ζ−1)x + 1
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Dimostrazione.
Un sottocampo con queste caratteristiche è unico:

Q(ζ)

K H K ′

Q

2
2

2
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Gruppo di Galois di K

Proposizione
Il gruppo di Galois di K/Q è isomorfo a Z∗n/{±1}

D’ora in poi indicheremo G0 := Gal(Q(ζn)/Q) e G := Gal(K/Q)
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Il numero delle classi

Definizione
Se K è un campo numerico possiamo definire l’ideal class group
come il quoziente FK/PK dove:

FK è il gruppo degli ideali frazionari non nulli di OK,

PK è il gruppo degli ideali principali

Si può mostrare che questo gruppo è finito e definiamo il numero
delle classi come:

hK = |FK/PK|
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Unità circolari

Se considero il gruppo generato da
{−1, ζ, 1− ζa for a = 1, ..., n − 1} e lo interseco con EK ottengo il
gruppo delle unità circolari

Sinnot ha mostrato che esiste a ∈ Z tale che:

[EK : CK ] = 2ahK
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Obbiettivo dell’articolo

Costruire esplicitamente un gruppo C ′ con indice [EK : C ′] finito
che sia ottimale
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Caratteri di Dirichlet

Definizione
Dato un gruppo X e un campo F un carattere di Dirchlet è un
omomorfismo di gruppi χ : X → F∗

Possiamo anche usare l’isomorfismo G0 ' Z∗n e definire χ come
omomorfismo di anelli da Zn in C (con χ nulla sugli elementi
invertibili)

Il ’periodo’ di un caratte è detto conduttore (in inglese conductor)
e si indica con fχ
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Anelli gruppali

Definizione
Dati un gruppo moltiplicativo X e un anello R possiamo definire
l’anello gruppale R[X ] come l’R-modulo libero con base X , sul
quale definiamo un operazione di moltiplicazione inducendola da
quella di X

Nel nostro caso useremo Z[G0] e Z[G ], sui quali possiamo sempre
esterndere il carattere χ (perchè definito sulla base)
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Anelli gruppali

Notazione
Dati z ∈ Q(ζ) e f ∈ Z[G0] è ben definita la nutazione esponenziale
x f , infatti dati g ∈ G0 abbiamo una buona definizione per
zg = g(z) e zg1+g2 = zg1zg2
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La costruzione di Greither
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La funzione β

Dato n = pe11 · · · pess definiamo:

S = {1, ..., n}
PS = {I | I ( S}
nI =

∏
i∈I p

ei
i

Consideriamo una funzione

β : PS → Z[G0]

che utilizzeremo per costruire il sottogruppo cercato.

Definizione
β si dice moltiplicativa se β(∅) = 1 e dati I , J con intersezione
vuota abbiamo β(I ∪ J) = β(I )β(J).
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Le unità di Greither

Definiamo ora, per ogni a ∈ (1, n/2) coprimo con n l’unità reale:

ξa(β) := ζda(β)
σa(z(β))

z(β)
con da(β) = (1− a)

t

2

dove abbiamo che

zI := 1− ζnI

z(β) :=
∏

i∈I z
β(I )
I

σa(ζ) = ζa
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Il gruppo di Greither

Cβ è il gruppo generato da:

−1 e ξa(β) per 1 < a < n/2 e (a, n) = 1

Per l’indice useremo la notazione

[EK : Cβ] = hK iβ
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Buona definizione di Cβ

Possiamo limitarci a definire β su Z[G ] e poi considerare un
sollevamento (in inglese lift)
Lemma
Se due funzioni β1 e β2 coincidono su Q(ζn/nI )

a per ogni I ∈ PS
allora le unità ξa(β) sono uniche a meno del segno

aζn/nI = ζ
nI
n
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Precisazione sul sollevamento

Dati due insiemi Z , Y e una funzione φ : Y → Z diciamo che
f ′ : X → Y è un sollevamento di f : X → Z se commuta:

Y

X Z

φ

f

f ′

Nel nostro caso φ è il morfismo indotto dalla proiezione

G0 ' Z∗n → Z∗n/± 1 ' G
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Calcolo degli indici
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Caso generale

Teorema
Data una funzione β : PS → Z[G ] segue che

iβ =
∏
χ 6=1
pari

 ∑
I∈PS

(fχ,nI )=1

φ(nI ) · χ(β(I )) ·
∏
i 6∈I

(1− χ−1(pi ))

 (1)

Dove abbiamo che:

φ è la funzione di Eulero

χ si dice pari se χ(−1) = 1

Con χ−1 si intende il carattere che vale 1/χ sugli elementi
invertibili
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Caso generale

Dato un campo numerico L consideriamo un insieme di unità
indipendenti {ε1, ..., εr} ⊂ L e siano {σ1, ..., σr+1} le sue
immersioni (embedding) in R o C. Poniamo δj uguale a 1 se σj è
reale e a 2 altrimenti. Allora il suo regolatore è definito come

RL(ε1, ..., εr ) = | det(δi log |εσij |)1≤i ,j≤r |

Lemma

Dati i gruppi A ⊂ B di indice finito e generati da unità indipendenti
di L vale che:

[B : A] =
RL(ε1, ..., εr )

RL(µ1, ..., µr )
(2)
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Lemma (Lemma 5.26 in [4])
Sia X un gruppo abeliano finito e f una funzione su X a valori in C

det(f (στ−1)− f (σ))σ,τ 6=1 =
∏
χ∈X̂
χ 6=1

∑
σ∈X

χ(σ)f (σ) (3)

Dove X̂ è l’insieme dei caratteri da X in C∗

Nel X sarà G ' Zn/± 1.
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Usando l’ultimo lemma possiamo vedere che per dimostrare il
teorema basta mostrare che

R(ξa(β)) = ±RKhKA

con (a, n) = 1 , 1 < a < n/2 e A è la parte destra dell’equazione 1.
Inoltre poi si procede (in modo molto tecnico) come nel capitolo 8
di [4] e usando:

Formula∑
(a,n)=1

χ−1(a) log |zσaγ | = χ(γ)
∑

(a,n)=1

χ−1(a) log |zσa | (4)
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Indice per β moltiplicativa

Teorema

Se assumiamo che β : PS → Z[G ] sia moltiplicativa abbiamo che:

iβ =
∏
χ 6=1
pari

∏
pi -fχ

(
φ(peii ) · χ(β(i)) + 1− χ−1(pi )

) (5)

Dove β(i) indica β({i})
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L’indice di Ramachandra

Se poniamo β costante ad 1 otteniamo l’indice delle unità per
Ramachandra da [2]:

[EK : CR ] = hK ·
∏
χ 6=1
even

∏
pi -fχ

(
φ(peii ) + 1− χ(pi ))

) (6)

Dove CR è il gruppo generato da −1 e le unità della forma

ξa := ζda
∏
I∈PS

1− ζanI
1− ζnI

con da =
1
2
(1− a)

∑
I∈PS

nI
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Un nuovo sistema di unità
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Definizione di β

Costruiamo β moltiplicativa, quindi definendo β(i) per ogni
i ∈ {1, ..., s} :

Definiamo Gi come il gruppo di Galois: Gal(Q(ζn/peii
)+/Q)) e

consideriamo l’isomofismo di Frobenius:

Fi : Q(ζn/peii
)+ → Q(ζn/peii

)+ con α 7→ αpi

Definiamo il suo elemento traccia NFi
come:

NFi
:= 1+ Fi + ...+ Fi

ord(Fi )−1 ∈ Z[Gi ]
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Definizione di β

Consideriamo ora un sollevamento (lift) Ni di NFi
in Z[G0] e

definiamo
β(i) = Ni

Ovviamente β non è unica, ma per il lemma visto prima lo sono le
unità a meno di un segno, quindi lo è Cβ
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Decomposizione in OK

Dato un primo p in Z e la sua estensione come ideale pOK in OK ,
dato che qeusto è un dominio di Dedekin possiamo fattorizzare:

pOK =

g∏
j=1

p
εj
j (7)

Definizione

Il numero g si dice essere grado di decomposizione di p
nell’estensione K/Q.
Per ogni j = 1, ..., g , εj si dice essere indice di ramificazione di pj
in K/Q.
Per ogni j = 1, ..., g , fj := [OK/pj : Zp] si dice grado di inerzia.
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Decomposizione in Z[ζn + ζ−1
n ]

Si può provare che se K/Q è un’estensione di Galois (come K/Q)
εj , fj non dipendono da j e quindi

n = εfg

Per i ∈ 1, ..., s definiamo gi , fi , εi essere i gradi definiti prima per il
primo pi in K/Q.
Queste costanti sono fortemente in relazione con altri oggetti visti
finora, ad esempio si può provare:

Se X è l’insieme dei carattari di K/Q vale
gi = |{χ ∈ X |χ(pi ) = 1}
Il grado di inerzia fi è uguale all’ordine del morfismo di
Frobenius Fi
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Risultato finale

Teorema

Dato Cβ definito come prima abbiamo che

iβ =
s∏

i=1

εgi−1
i f 2gi−1

i

Questo indice si può dire ottimale perchè non solo rende più
semplice la sua fattorizzazione (basta sapere quella di εi e fi ), ma
inoltre sappiamo che questi dividono φ(n)/2, quindi i fattori di iβ
sono solo i fattori di φ(n)/2.
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Implementazione dei calcoli
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Comandi usati I

Vediamo ora l’implementazione di alcuni calcoli in

I principali calcoli usati sono stati:

Creazione del campo ciclotomico e della radice ζ
1 sage: Qn.<z> = CyclotomicField(n)

Creazione del massimo sottocampo reale K :
1 sage: zz = z + z.conjugate ()
2 sage: K = NumberField(zz.minpoly(),’a’)
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Comandi usati II

Creazione dell’ideale pOK e sua fattorizzazione:
1 sage: I = K.ideal(p(i))
2 sage: I.factor ()

Creazione dell’omomorfismo ζ 7→ ζ f :
1 sage: Qn.hom([z**f])

Comunque ora vedremo direttamente l’implementazione in
dei calcoli, presentata tramite
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